Задания муниципального этапа 
всероссийской олимпиады школьников по математике 
в 2022 – 2023 учебном году

11 класс
Критерии оценивания

Максимальное количество баллов: 35
Каждая задача оценивается в целое число баллов от 0 до 7.
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1. Известно, что tg A + tg B = 2 и ctg A + ctg B = 3.  Найдите tg (A + B).
Ответ. 6.
Решение.

откуда tg A tg B = ⅔.  Значит,   


2. Поле представляет собой квадрат 100х100, разбитый на квадратные участки 1х1. Девяносто девять из этих участков залило водой. Обследование показало, что теперь вода может залить любой участок, у которого не менее двух соседних участков уже залито. Может ли вода заполнить всё поле целиком? (Соседними считаются участки, имеющие общие стороны)
Ответ. Не может.
Решение.
Рассмотрим γ – границу пострадавшей области, т.е. совокупность всех границ квадратов длины 1, по одну сторону от которых вода, а по другую – нет. В начале длина границы была не более 99х4=396. Нетрудно заметить, что в процессе распространения воды длина границы не увеличивается. Действительно, если квадрат залило водой, то как минимум 2 его стороны (т.е. 2, 3 или 4) уже входили в γ, а после того, как квадрат залило, эти стороны исключаются из γ – а вместо них в γ входят оставшиеся стороны квадрата (т.е. 2, 1 или 0 сторон) – следовательно, после затопления квадрата суммарная длина γ либо не меняется, либо уменьшается на 2 или 4. Но если бы все поле 100х100 в некоторый момент оказалось залито водой, то длина границы стала бы равной 100х4=400, что противоречит соображениям, приведенным выше.
Комментарий. Сформулирован и доказан факт о невозрастании длины границы области, залитой водой, – 2 балла.

3. На доске 50×50 на каждой клетке одной из главных диагоналей лежит монетка. Аня и Оля играют в игру, первая ходит Аня. За один ход каждая девочка сдвигает одну из монеток на одну клетку вниз. Если при этом монетка сходит с доски, девочка забирает её себе. Какое наибольшее количество монеток может забрать Аня независимо от игры Оли?
Ответ. 50 монеток.
Решение.
Опишем стратегию для Ани, как забрать все монетки. Назовём высотой монетки номер вертикали, на которой она стоит. Первым ходом Аня передвигает вниз монетку на первой вертикали и забирает её. После этого остаётся 25 монеток на чётной высоте и 24 монетки на нечётной высоте. Теперь если Оля передвигает какую-то монетку, расположенную на чётной высоте, то Аня передвинет ту же самую монетку. Это всегда можно сделать, так как монетка после такого хода Оли остается на доске – в частности, если Оля передвинула монетку с высоты 2 на высоту 1, то Аня передвигает эту же монетку и забирает себе. Если же Оля двигает монетку на нечётной высоте, Аня сдвинет какую-то другую монетку на нечётной высоте. Это всегда можно сделать, так как перед ходом Оли всегда чётное количество монеток на чётной высоте.
Заметим, что при такой стратегии Оля не сможет забрать ни одной монетки, так как на первую горизонталь монетки попадают только после хода Оли, при этом Аня сразу же их забирает. Значит, Аня сможет забрать все монетки.
Комментарий. Указан правильный ответ без описания алгоритма – 0 баллов. Победный алгоритм приведён без обоснования, указан правильный ответ – 3 балла. 

4. Числовая функция f такова, что для любых x и y выполняется равенство f(x + y) = f(x) + f(y) + xy. Найдите f(100), если  f(2) = 2.
Ответ. 5.000.
Решение.
В задаче 10.4 доказано, что для любого n≥1 справедливо: f(2n) = 22n-1. При этом
	х
	2
	4
	8
	16
	32
	64
	128
	256
	512
	1024

	f(x)
	2
	8
	32
	128
	512
	2048
	8192
	32768
	131072
	524288


То есть 
f(64) = f(26) = 211, 
f(32) = f(25) = 29, 
f(4) = f(22) = 23, 
значит, 
f(96) = f(64) + f(32) = 211 + 29 + 25+6 = 212 + 29, 
f(100) = f(96) + f(4) = (212 + 29) + 23 + 96х22 = 5000. 
Комментарий. Рассмотрен частный случай для степеней двойки – 2 балла. Доказан факт, что для любого натурального числа m значение функции равно m2/2 – 7 баллов.

5. На сторонах AB и BC параллелограмма ABCD отмечены точки P и Q соответственно такие, что AB=AQ и CB=CP. Докажите, что DQ=DP.
[image: C:\Users\Msi\Downloads\к задаче 38.png]Решение.
Из равнобедренности треугольника ABQ следует, что ∠ABQ=∠AQB, а из равнобедренности CBP – что ∠ABQ=∠СРB. Таким образом, ∠ABQ=∠AQB=∠СРB.
В силу равенства сумм величин углов треугольника тогда и ∠BAQ=∠ВСР, а тогда в силу равенства противолежащих углов параллелограмма ∠QАD=∠РCD.
По условию АВ=AQ, т.е. и AQ=CD – и CB=CP, т.е. АD=СР. Треугольники QАD и CDР равны по двум сторонам и углу между ними. А тогда DQ=DP.
[bookmark: _GoBack]Комментарий. Доказано равенство углов ∠ABQ=∠AQB=∠СРB – 2 балла. Доказано равенство углов ∠ABQ=∠AQB=∠СРB  и ∠QАD=∠РCD – 4 балла.
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Banas

IpaBuasHOCTS (OMNGOYHOCTE) pemenns

7 Tlonnoce BepHoe pemenue.

6-7 | Beproe peuene. IMeioTcs HCOONBIINE HCAOUCTE, B LICJIOM HC BIHAIOUINC HA PELICHHC.

5-6 | Pewenne B uenom BepHoe. OHAKO OHO COACPKHT PAA OWIMOOK, NGO HE paccMOTpeHHe
OTAC/BHBIX CITY4acB, HO MOXKET CTaThb NMPABHJIBHBIM MOCNE HEGONBUIMX HCNIpPaBICHHIT HIH
JIOTONHCHMIT.

4 Bepro pacemotpen ofuu 13 aByX (Gonee clokHBIIT) CYIICCTBCHHBIX CTy4acB, HIH B 3a1a4c
THIA «OUCHKA + IPHMEPY BEPHO MOJIyHCHA OLCHKA.

2-3 | JlokasaHb! BCOMOTATEIbHbIC YTBCPKACHHS, IOMOTAIOUNC B PELICHHH 3aa4H.

0-1 | PaccMOTPCHBI OTAC/BHBIC BAKHBIC CIyHaH NPH OTCYTCTBHH PCLICHHS (WM NPH OWHGOYHOM
PpeLICHHH).

0 Peluchie HeBEpHOC, NPO/BIKCHHSA OTCYTCTBYIOT.
0 Peenne orcyreryer.
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