Задания муниципального этапа 
всероссийской олимпиады школьников по математике 
в 2022 – 2023 учебном году

10 класс
Критерии оценивания

Максимальное количество баллов: 35
Каждая задача оценивается в целое число баллов от 0 до 7.
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1. Барон Мюнхгаузен рассказывает, что побывал на острове рыцарей и лжецов и посетил местный парламент. На заседании парламента присутствовали 100 аборигенов. Каждый из них задумал некоторое целое число, причем все задумали разные числа. Затем первый сказал: «Мое число больше 1»; второй сказал: «Мое число больше 2»; …; сотый сказал: «Мое число больше 100». После этого все заново, выступая в некотором (возможно, другом) порядке, сказали фразы: «Мое число меньше 2», «Мое число меньше 3», …, «Мое число меньше 101», причем каждый сказал ровно одну из этих ста фраз. Не врет ли барон?
Ответ. Барон врет.
Решение.
Заметим, что как числа, загаданные рыцарями, так и числа, загаданные лжецами, должны принадлежать промежутку [2,100]. Действительно, если число не меньше 101, то любое из первых утверждений о нём истинно (т.е. лжец задумать такое число не мог), а любое из вторых – ложно (т.е. рыцарь задумать его тоже не мог); если же число не больше 1, то наоборот. Но так как чисел от 2 до 100 всего 99, а участников заседания 100, тогда какое-то число было загадано дважды, что противоречит условию. Значит, такая ситуация невозможна.
Комментарий. Верно определены границы возможных значений загаданных чисел – 3 балла.

2. Во всех клетках квадратной таблицы 2023×2023 Аня написала либо число 1, либо число −1. Рядом со всеми строками и столбцами Аня выписала произведение всех чисел в данной строке или в данном столбце. Затем Аня сложила получившиеся 4046 чисел. Могла ли сумма этих чисел равняться нулю?
Ответ. Нет.
Решение.
Предположим, в таблице расставлены только +1. Тогда условие не выполняется, т.к. все 4046 произведений будут равны +1, их сумма = 4046.
Заметим, что с заменой в любом месте таблицы числа 1 на число (-1) одновременно меняют знак и столбец, и строка. Следовательно, у каждого из них значение меняется на 2 (либо с -1 на +1, либо с +1 на -1), а общая сумма меняется на величину, кратную 4 (-4, 0, +4).
Таблицу, заполненную Аней, можно получить из ранее рассмотренной таблицы, заполненной числами +1, за целое число ходов, за которое сумма изменится на число, кратное 4. Но т.к. 4046 не делится на 4, то и итоговый результат после любого числа ходов не будет делиться на 4. Следовательно, за целое количество ходов изменить значение суммы с 4046 на 0 добавлением невозможно.
[bookmark: _GoBack]Комментарий. Доказан факт о кратности четырём изменений итоговой суммы при замене одного знака в таблице – 2 балла.

3. Докажите, что

если | x| < 1 и | y| < 1.
Решение.
По условию 1 – x > 0, 1 + x > 0, 1 – y > 0 и 1 + y > 0. Поэтому (1 – x)(1 + y) > 0 и (1 + x)(1 – y) > 0, т.е. 1 – x + y – xy > 0 и 1 + x – y – xy > 0. 
Следовательно, 1 – xy > x – y и 1 – xy > y – x. То есть 1 – xy > | x – y |.
Кроме того, 1 – xy = | 1 – xy|. Следовательно, 
| 1 – xy| > | x – y |, т.е. | x – y | / | 1 – xy| < 1.

4. Числовая функция f такова, что для любых x и y выполняется равенство f(x + y) = f(x) + f(y) + xy, причем если  f(2) = 2. Василий Иванович выбрал в качестве x число вида 2n, где n≥1, и получил снова целую степень двойки. Для всех ли чисел такого вида будет выполняться это свойство?
Ответ. Справедливо для всех.
Решение.
Справедливость утверждения можно обосновать, например, с помощью метода математической индукции. 
На самом деле справедливо более сильное утверждение: для любого целого числа n≥1 f(2n) = 22n-1. Действительно, несложно проверить, что
	х
	2
	4
	8
	16
	32
	64
	128
	256
	512
	1024

	f(x)
	2
	8
	32
	128
	512
	2048
	8192
	32768
	131072
	524288


Докажем это свойство с помощью метода математической индукции: 
а) при n=1 f(2) = 2 = 22-1, т.е. утверждение справедливо. 
б) предположим, что утверждение справедливо при некотором n=k, то есть f(2k) = 22k-1. Тогда для следующего целого числа n=k+1
f(2k+1) = f(2k + 2k) =  f(2k) + f(2k) + 2kх2k = 22k-1 + 22k-1 + 22k = 22k+1 = 22(k+1)-1
что доказывает утверждение для любого n≥1.
Комментарий. Рассмотрены частные случаи без доказательства общего утверждения – 0 баллов.
5. В трапеции ABCD боковая сторона AB равна 2. Пусть E — точка пересечения биссектрисы угла BAD с отрезком BC. Окружность, вписанная в треугольник ABE, касается стороны AB в точке M, а стороны BE — в точке H. Известно, что MH=1. Найдите ∠BAD
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Ответ. ∠BAD = 120°
Решение.
По условию BE||AD и BЕ - биссектриса, то есть ∠AEB = ∠EAD = ∠BAE. Значит, треугольник ABE – равнобедренный. Тогда BE=AB=2 и MH||AE.
Обозначим BM=BH=x. Пусть F – точка касания окружности, вписанной в треугольник ABE, со стороной AE. Тогда AF=AM=2–x, ЕF=ЕН=2–x, то есть AE=4–2x.
Из подобия равнобедренных треугольников MBH и ABE следует, что MH/AE = BM/AB. Т.к. по условию МН=1, то получаем 1/(4–2x) = x/2, или x^2–2x+1=0. Отсюда x=1.
Таким образом, треугольники MBH и ABE – равносторонние. Следовательно, ∠BAD = 2∠BAE = 120°.
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Banas

IpaBuasHOCTS (OMNGOYHOCTE) pemenns

7 Tlonnoce BepHoe pemenue.

6-7 | Beproe peuene. IMeioTcs HCOONBIINE HCAOUCTE, B LICJIOM HC BIHAIOUINC HA PELICHHC.

5-6 | Pewenne B uenom BepHoe. OHAKO OHO COACPKHT PAA OWIMOOK, NGO HE paccMOTpeHHe
OTAC/BHBIX CITY4acB, HO MOXKET CTaThb NMPABHJIBHBIM MOCNE HEGONBUIMX HCNIpPaBICHHIT HIH
JIOTONHCHMIT.

4 Bepro pacemotpen ofuu 13 aByX (Gonee clokHBIIT) CYIICCTBCHHBIX CTy4acB, HIH B 3a1a4c
THIA «OUCHKA + IPHMEPY BEPHO MOJIyHCHA OLCHKA.

2-3 | JlokasaHb! BCOMOTATEIbHbIC YTBCPKACHHS, IOMOTAIOUNC B PELICHHH 3aa4H.

0-1 | PaccMOTPCHBI OTAC/BHBIC BAKHBIC CIyHaH NPH OTCYTCTBHH PCLICHHS (WM NPH OWHGOYHOM
PpeLICHHH).

0 Peluchie HeBEpHOC, NPO/BIKCHHSA OTCYTCTBYIOT.
0 Peenne orcyreryer.
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